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A-11l-1 Odpoved

KedZe ¢islo 42 sa v celej postupnosti vyskytuje prave raz, zacneme tym, %e ndjdeme jeho poziciu p. Zaujimaju
nas teraz len tie suvislé podpostupnosti, ktoré tato poziciu obsahuju.

Riesenia hrubou silou (aspori kubicka €asova zloZitost)

Prvym a najjednoduch$im rieSenim je zobrat si kazdy mozny zaciatok z a koniec k také, ze 2 < p < k a
k — z je parne, a pre kazda dvojicu overit, ¢i medidn tohoto Gseku je naozaj 42. Priamodiara forma overovania:
overovany usek si skopirujeme do pomocného pola, to usporiadame a pozrieme sa na prostredny prvok. Takéto
riesenie m4 ¢asovi zlozitost ©(n?logn), lebo mame ©(n?) tisekov a pre vi¢sinu z nich na triedenie potrebujeme
©(nlogn) krokov.

Existuju aj rozne (pomerne komplikované) algoritmy, pomocou ktorych vieme medidn n-prvkovej postupnosti
najst v ¢ase ©(n). Pouzitie takéhoto algoritmu namiesto triedenia vedie k ¢asovej zlozitosti ©(n?).

T ista ¢asovi zlozitost vSak vieme dosiahnuf aj ovela TahSie. Stadi si uvedomit, Ze nepotrebujeme ndjst
medidn, len overit, ¢i je 42 medidnom. Pri overovani nés nezaujima rozmiestnenie prvkov. Jediné, ¢o potrebujeme
velmi lahko overit v ¢ase linedrnom od dlzky testovaného tiseku. Takto teda dostavame lahsie rieSenie s ¢asovou
zlozitostou ©(n?).

Lepsie rieSenie (kvadraticka €asova zlozitost)

Ako sme si vSimli, nikdy nas nezaujimala konkrétne hodnota nejakého prvku, vidy sme sa len pytali, ¢i je
42 zmenime na +1 a ¢isla menSie na —1. Podmienku ,,isek obsahuje rovnako vela ¢isel vicsich ako 42 a mensich
ako 42 teraz vieme vyjadrif jednoducho ako ,isek m4 sicet 0“.

Teda plati, ze konkrétna stvisld podpostupnost ma median 42 prave vtedy, ak po tprave pola obsahuje 0
a zérovenn ma sucet rovny 0. (Vsimnite si, Ze nepotrebujeme uvazovat podmienku o neparnej dizke. T4 totiz
vyplyva zo zvySnych dvoch — kazda postupnost, ktord obsahuje jednu 0 a rovnako vela +1 a —1 musi mat
neparnu dizku.)

Kubické riesenie bolo zbyto¢ne pomalé preto, ze pre kazdy zaciatok a koniec zacinalo vzdy ratat odznova.
Sktisme to teda Sikovnejsie. Postupne vyskasame vSetky z od 1 po p. Pre konkrétne z najskor polozime k = z. V
tejto chvili je sticet iseku rovny hodnote na policku z. Nasledne zvidcsujeme k az po n a zakazdym v konStantnom
Case prepocitame sudet zodpovedajiceho tseku. (Iba zoberieme doterajsi sicet a pripo¢itame k nemu nasledujuci
¢len postupnosti.) No a vzdy, ked k > p a aktudlny stéet je rovny 0, sme nasli jeden z vyhovujtcich tsekov.

Toto riesenie teda kazd dvojicu z < k spracuje v konstantnom case, a teda méd éasovi zloZitost ©(n?).

(Pozndmka: Na myslienke ,pre kazdy zaciatok postupne zvySujem koniec* sa tiez d4 navrhnat rieSenie s o
trochu horsou ¢asovou zlozitostou ©(n?logn). Pri flom pracujeme priamo s pévodnymi hodnotami zo vstupu.
Pouzijeme usporiadantt mnozinu (multiset v C++), do ktorej postupne vkladdme prvky postupnosti od z-teho
dalej. Pritom si udrziavame ukazovatel (iterdtor) na median.)

Iné kvadratické rieSenie

Aj vyssie uvedené kvadratické rieSenie eSte robi velakrat to isté: pre kazdé z prechddzame v cykle pre k
aspon od p po n a znova a znova sc¢itujeme tie isté prvky. Poktsime sa tto neefektivnost odstranit. Najskor to
sice opit povedie ku rieseniu s kvadratickou ¢asovou zlozitostou, toto vSak nizsie vylepsime.

Zacneme rovnakym predspracovanim ako vysSie uvedené kvadratické rieSenie: zmenime prvky na 0, +1ky
a —1ky. Potom ale budeme prvky séitovat len raz. Najskor zacneme od p a pre kazdé k si spocitame stucet [
tseku od p po k. Toto celé vieme spravif v linedrnom céase. No a néasledne spravime to isté v opa¢nom smere:
pre kazdé z od p po 1 spocitame sicet «, tiseku od z po p.

Pomocou takto predpoéitanych hodnét vieme spravit dalsie rieSenie v ¢ase ©(n?): vysktisame vietky dvojice
z, k pre ktoré plati z < p < k a vyberieme tie z nich, kde a, + 8 = 0. (Alebo inymi slovami, a, = —fy.)
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Vzorové rieSenie

Ak chceme lep$iu ako kvadraticki ¢asovi zloZitost, potrebujeme najst sposob, ako zaratat viac dobrych
tsekov naraz. Tu ndm pomdze, ked si uvedomime, Ze saéty o, a B nadobudaji hodnoty len od —n po n.
Hlavna myslienku si najskor ukazeme na obrazku:
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Horny riadok ukazuje vstupné pole, v dolnom st hodnoty po Gvodnej uprave.

Sipky smerujtce dolava ukazuja tri rézne tseky, pre ktoré plati a, = 3.

Sipky smerujtce doprava ukazuji dva rézne tseky, pre ktoré plati 8 = —3.

Spojenim hociktorého z tychto lavych a hociktorého z tychto pravych tisekov dostaneme tisek so suctom 0.

Formaélne, pre kazdé s, nech A[s] je pocet z takych, ze o, = s a B[s| nech je polet k takych, ze B = s.
Zvolme si konkrétne s (medzi —n a n, vratane). Kolko existuje postupnosti takych, Ze o, = s a f = —s?
Presne A[s] x B[—s]: mame totiz A[s] moznosti, kde takdto postupnost moze za¢inat, a nezavisle od toho B[—s]
moznosti, kde konéi.

Polia A a B vieme vypo¢itat v linedrnom ¢ase od n (takmer rovnakym algoritmom ako sme po¢itali hodnoty
a a B). Aj nasledné vyskasanie vsetkych moznych s a spoéitanie dobrych podpostupnosti prebehne v linedrnom
Case. Prave sme teda popisali rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n).

Listing programu:

#include <iostream>
#define MAXN 1234567

// drobny trik: deklarujeme A a B tak, aby do nich slo indexovat zapornymi cislami
int N, P[MAXN], Ashift[2*MAXN+1], Bshift [2*MAXN+1], *A=Ashift+MAXN, *B=Bshift+MAXN;

int main() {
// nacitame a upravime vstup
std::cin >> N;
for (int n=0; n<N; ++n) { std::cin >> P[n]; P[n] = P[n]>42 ? 1 : P[n]<42 ? -1 : 0; }

// najdeme nulu

int p=0; while (P[p]!=0) ++p;
// zistime sucty usekov zacinajucich a konciacich nulou
int alpha=0, beta=0;

for (int i=p; i>=0; --i) { alpha += P[i]; ++A[alphal;

}
for (int i=p; 1i<N; ++i) { beta += P[i]; ++B[betal; }

// spocitame odpoved
long long odpoved = 0;

for (int i=-N; i<=N; ++i) odpoved += 1LL * A[i] * B[-i];
std::cout << odpoved << “\n“;

A-111-2 U obchodnika s rozlicnym kradnutym tovarom

V tomto vzordku budeme predpokladat, Ze suma s, ktort treba zaplatit, je rddovo vécdsia ako hodnota
najvicsej mince ¢,. (To tplne zodpovedd dnesnym trhovym cendm modelov vesmirnych lodi a tiez ohrani¢eniam
v zadani ulohy.) Tento predpoklad vyuZijeme len pri porovnévani efektivity réznych rieSeni — nebude na fiom
zévisiet ich korektnost.

Struény prehlad rieSeni

Zéakladnym korektnym (ale velmi pomalym) riesenim je skiSanie vSetkych moZnosti platenia. Napriklad
postupne skiusat vetky mozné sposoby pouzitia 1, 2, 3, ... minci, az kym nenédjdeme sposob, ako zaplatif prave
pozadovant sumu. Takéto rieSenie mé ¢asovi zlozitost radovo imernta n™, kde m je pocet minci, ktoré treba v
optimalnom rieseni.

Existuju aspon tri rozne pristupy, ktoré vedi k rieSeniu s ¢asovou zlozitostou linedrnou od s:
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1. Pre dostato¢ne vela sim vypocitame optimélne zaplatenie bez vydéavania a nésledne vyskisame vSetky
potrebné moznosti pre sumu, ktort Roberto obchodnikovi vyda. To tazké na tomto rieSeni je urcit, ktoré
moznosti uz netreba skusat.

2. Iné rieSenie je zaloZené na grafovom pohlade: Vrcholy grafu si celé ¢isla predstavujice sumu, ktort este
treba zaplatif. Kazda hrana predstavuje pouZitie jednej mince. V takomto grafe hladdme najkratsiu cestu
z 0 do s. Podas tohoto hladania pre kazdi sumu ,po ceste vypocitame najkratsiu vzdialenost do nej —
teda najmensi pocCet minci potrebny na jej zaplatenie.

3. Casovi zlozitost zhruba kvadraticki od s (a este zavisiacu aj od n a ¢,,) vieme dosiahnut tak, Ze postupne
pre kazdy pocet minci zostrojime mnozinu vSetkych stim, ktoré sa daji danym poc¢tom minci zaplatit.

Vhodnymi optimaliziciami (generovanim len niektorjch vhodnych stun, nie vSetkych) sa dé toto riesenie
vylepsit tak, aby od s zavisela jeho ¢asova zlozitost len linearne.

Vzorové rieSenie navyse priddva pozorovania, ktoré ndm umoznia sumy s vicSie od istej hranice platit
pazravo. Tym dostdvame rieSenie, ktorého casova zlozitost zavisi len od n a c,.

Platba bez vydavania

Zac¢nime rieSenim zjednoduSenej tlohy, v ktorej musi obchodnik zaplatit presne sumu s bez toho, aby mu
Roberto vydal. Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze pri plateni je vzdy optimdalne pouzit ¢o najvicsiu mozni
mincu, no uz vstup v zadani néas presved¢i o opaku: Ked mame mince (1,5, 6) a chceme zaplatit sumu 10, stacia
nam na to dva kusy minci: 5+ 5. Ak by sme v8ak pouzili mincu 6, zvySok sumy by sme museli zaplatif pomocou
mince 1, teda dokopy by sme potrebovali pif kusov minci.

Takéto greedy (pazravé) rieSenie je sice nekorektné, no pomoze ndm ziskat horny odhad spravneho vysledku.
Na zaplatenie sumy s vzdy sta¢i menej ako |s/c,, | + ¢, minci. TotiZ jeden spdsob platenia je, Ze platime mincou
Cn, kym sa dd, a zvySok (ktory je urcite mensi ako ¢,) zaplatime mincou 1. Ak by sme podcitali so vSetkymi
druhmi minci (nielen s 1 a ¢,,), mohli by sme dostat este lepsi odhad, ndm vSak postaci aj tento.

Ozna¢me najmensi poéet kusov minci potrebnych na zaplatenie sumy ¢ bez moZnosti vydavania ako Pl[i].
a pri tom budeme pouzivat uz vyratané hodnoty.

Na zaplatenie sumy 0 ndm staci 0 minci, preto P[0] = 0. Ked mame zaplatif sumu ¢ > 0, mdzeme zacat
lubovolnou mincou ¢;, ktorej hodnota nepresahuje i. Pouzijeme tak jednu mincu a zostane ndm zaplatit i — ¢;,
na ¢o potrebujeme minimalne P[i — ¢;] minci. Zo v8etkych moznych minci ¢; si samozrejme vyberieme ta
najvyhodnejsiu. Hodnotu P[i] teda vypoéitame podla vztahu:

P[i]zmin{P[i—cj]H 1<j<n A cjgi}

Vsimnite si, ze pri vypocte P[i] naozaj vyuzivame len zndme hodnoty. Aby sme nakoniec vedeli vypisat
nejaky optimdlny spdsob platenia, pre kazd( sumu ¢ si zapamétdme aj to, ktorou mincou ju mame zacat platit.

V poli P si potrebujeme pamitat O(s) hodnét; kazda z nich vypocitame v ¢ase O(n). Casova zlozitost je
preto O(sn) a pamétova O(s). Zdorazitujeme, Ze eSte nejde o korektné riesenie tlohy zo zadania, len o pomocni
Gvahu, ktort dalej vyuZzijeme.

RieSenie systémom ,najskor zaplat, potom vydaj*

Na optimalny spoésob platenia sa moZeme divat tak, Ze najskor obchodnik Robertovi zaplati nejaki sumu
s+ x a nasledne mu Roberto vydd sumu z. Obchodnik na to samozrejme v optiméalnom rieSeni pouzije P[s + ]
minci a Roberto P[x]. Stac¢i teda ndjst to optimalne x > 0, pre ktoré bude sucet P[s+ x]+ P[x] najmensi mozny.

Samozrejme, zatial mame pre x nekoneéne vela moznosti a rozhodne by sme ich nechceli skisat vSetky.
Otéazka preto znie: aké najviiésie moze byt x?

Tu treba byt opatrny, pretoze je velmi lahké oklamat sadm seba napriklad tvrdenim ,, Roberto nikdy nepouZije
najvicsiu mincu“ alebo tvrdenim ,Roberto vZdy bude vyd4vat nanajvys s¢.
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Protipriklad na obe tieto tvrdenia: mince (1,90,100) a suma s = 70. Jedinym optimalnym rieSenim je, Ze
obchodnik zaplati 90 + 90 4+ 90 a Roberto mu vyd4 100 + 100 (teda dokopy 5 kusov minci zmeni majitela).

Jeden mozny (aj ked nie najlepsi) korektny horny odhad, po aké x treba skusat:

Kazdy typ mince zjavne pouzije len jeden z nich — nemé zmysel, aby obchodnik nejakymi mincami platil a
Roberto mu také isté vydal.

Ak Roberto v optimélnom rieSeni nepouzije mincu s cenou ¢,: Kazdej inej mince pouzije najviac ¢, — 1
kusov. (Ak by totiz pouzil ¢, kusov mince s cenou ¢;, bolo by vyhodnejsie pouzit ¢; kusov mince s cenou ¢,.)
Dokopy teda Roberto pouzije ur¢ite menej ako nc,, minci, kazdad mé cenu menej ako c,, a teda z < nc2.

Ak Roberto pouzije mincu s cenou ¢,: Znamené to, Ze tito mincu nechcel pouzif obchodnik. Rovnakou
argumentaciou ako v predchadzajuicom pripade dostavame, Ze suma s + x, ktord platil obchodnik, je nutne
mensia ako nc2. A to isté teda tym skor plati pre hodnotu .

Vysledkom je teda nasledujtice rieSenie: Vypocitame hodnoty v poli P od 0 po s + nc2. Potom vysktgame
vietky z od 0 po nc? a ndjdeme to, pre ktoré je sticet P[s+ z] + P[z] najmensi mozny. Toto riesenie ma ¢asovii
zlozitost O(sn + n2c2).

RieSenie pomocou prehladavania grafu

Pri navrhu rieSenia zadanej lohy nds moZe pokuasat pristup, pri ktorom priamo pocas jedného dynamic-
kého programovania budeme spractvat aj moznosti, kedy plati obchodnik, aj moznosti, kedy vydava Roberto.
Ozna¢me Q[i] najmensi pocet kusov minci potrebnych na zaplatenie sumy i, ak je povolené aj vydavanie. Tou
istou tvahou ako pri poli P dostavame rekurentny vztah:

Q[i]=min{@[i—cj]+1 1<j<n A chi} u {Q[i+cj}+1]1gjgn}

Tu je ale problém: Tym, Ze sme povolili aj od¢itanie, ndm vo vztahoch vznikli cykly: napr. hodnota Q7]
zévisi na hodnote Q[7 + ¢,,] a zaroveii aj Q[7 + ¢,] zavisi na Q[7]. Tadialto teda cesta nevedie.

Tu je dobré si uvedomit, Ze ta situdcia, do ktorej sme sa dostali pri ndvrhu rekurencii, je totoznéa s tou, ktort
stretdvame pri hladani najkratsich ciest: vzdialenost z Bratislavy do Popradu a z Bratislavy do Strby spolu
stivisia, lebo aj z Popradu mézeme ist dalej na Strbu, aj zo Strby do Popradu.

Na cely problém sa teda mozeme divat ako na hladanie najkratSej cesty v grafe. Vrcholmi grafu sa celé ¢isla,
predstavujice aktualne zaplatent sumu. Kazda hrana méa dizku 1 a zodpoveda pouzitiu mince & uz jednym
alebo druhym aktérom. V takomto grafe hfadame najkratsiu cestu z vrcholu 0 do vrcholu s. Kedze vSetky hrany
maji jednotkovi dizku, mozeme pouzif prehladdvanie do Sirky.

Kazdy navstiveny vrchol spracujeme v ¢ase linedrnom od n (po¢tu minci, a teda po¢tu vychadzajicich hran).
Aby sme odhadli ¢asovii aj pamétovu zlozitost, staci teda zhora odhadntf pocet navstivenych vrcholov. Na to
si pripomerime, Zze mame odhad Q[s] < |s/c,| + ¢,. Prehladédvanie navstivi len tie sumy, ktoré st od 0 vo
vzdialenosti nanajvys rovnej Q[s].

Vsetky sumy, ktoré sa daju zaplatit najviac k mincami, zjavne leZia v rozsahu od —kc, po kc,. Po dosadeni
nasho odhadu pre Q[s] dostdvame, Ze naSe prehladdvanie navstivi O(s + ¢2) vrcholov. Takd je teda aj jeho
pamitova zloZitost; casové zlozitost je potom O(ns + nc?).

RieSenie pomocou zostrojenia vietkych zaplatitelnych sam

Ozna¢me M; mnozinu stum, ktoré sa daji zaplatit pouZzitim presne ¢ kusov minci; zrejme My = {0}. Ak
j € M;, potom pre kazdd mincu ¢ plati j + ¢ € M, 41 (lebo sta¢i ¢ mincami zaplatit j a potom obchodnik
pridd mincu ¢x) a j — ¢ € M;11 (Roberto vydd mincu ¢i). Naopak, kazd4d suma v M;,; musela vzniknit
z nejakej sumy v M; tymto spdsobom.

Pre sadu minci (1, 5) takto dostaneme My = {0}, My = {-5,-1,1,5}, My = {-10,—6,—4,-2,0,2,4,6, 10},
My = {-15,—11,-9,—7,—5,-3,-1,1,3,5,7,9,11,15}, ...

Optimalnym poc¢tom minci na zaplatenie s je najmensie také i, pre ktoré s € M,;. Stac¢i nam teda postupne
generovat My, My, M, ..., kym neziskame s.
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Kazda z mnozin M; si méZzeme reprezentovat polom booleovskych hodnot, v ktorom si budeme pre jednotlivé
sumy pamitaf, ¢ ich mnozina obsahuje alebo nie.! Injym spdsobom je pamitat si v poli pre kazdd sumu j
najmensie také i, pre ktoré j € M;. Z hladiska optiméalneho platenia nés totiz zaujima len prvy vyskyt sumy j.
Pole s rovnakym vyznamom sme si uz skor oznadili ).

Vdaka odhadu Q[s] < |s/cy|+cy, vieme, Ze podet vygenerovanych mnozin bude nanajvy$ k = [s/c,|+c,—1a
ako sme ukézali uz v predchadzajicom rieSeni, roznych hodnot v zédvereénej mnozine My, (a teda aj v kazdej M;)
je O(key,). Vygenerovat M; 1 z M; vieme teda v ¢ase O(nkcy,). A celkovi ¢asovi zloZitost dostavame ako stucet
Casov potrebnych na vygenerovanie vSetkych mnozin M;. Celkovo teda vieme Gasovi zlozitost zhora odhadnit
ako O(nk?c,). Po dosadeni nasho odhadu za k dostdvame teda horny odhad ¢asovej zlozitosti O(ns?/c, +ncd).
Velmi zjednodusSene mozeme povedaf, Ze ¢as behu tohto algoritmu rastie kvadraticky v zavislosti od sumy s,
ktora platime.

Optimalizacia predchadzajiceho rieSenia

Jednu optimalizéciu préve popisaného rieSenia sme uz videli: je fiou grafové rieSenie. Zatial, ¢o rieSenie s
mnozinami M, pre kazdi sumu postupne zostrojuje wvietky pocty minci, na ktoré sa ju da zaplatit, grafové
rieSenie ndjde len ten najlepsi z nich. Teraz si eSte ukdzeme jeden trochu iny spésob, ako rieSenie s mnozinami
M, vylepsit. Aby sme vedeli generovat mnoziny M; efektivnejSie, obmedzime sa iba na uréité poradia minci pri
plateni. Zavedieme dve pravidla:

1. Aktudlne zaplatend suma nesmie nikdy presiahnut s.
2. Roberto smie vydavat iba vtedy, ked je aktudlna suma vicsia ako s — c,.
(Teda nesmie vydavat, ak sa eSte d4 bez porusenia prvého pravidla platit kazdou mincou.)

Napriklad pre sadu minci (1,5) a s = 9 budd mnoZiny M; vyzerat takto: My = {0}, My = {1,5}, My =
{0,2,4,6}, M3 = {1,3,5,7,9}. Napriek tomu, Ze ndm niektoré sumy ubudli, suma 9 sa da stale zaplatif tromi
vzdy existuje také poradie platenia a vydéavania, ktoré spliia obe pravidl.

Nech v optimélnom rieseni obchodnik zaplati mincami aq,as,...,a, a Roberto vyda mince by,bs, ..., b,.
Plati teda a1 +as + -+ ay, — by — by —--- — b, = s. Korektné poradie dostaneme jednoducho tak, ze vzdy,
s — ¢y, (inak by sme nemohli zaplatenim dalSou mincou porusit pravidlo ¢. 1), preto vydame dalSou z minci b;.
Uvedomte si, ze skor ako mince na platenie sa ndm mini mince na vydavanie, a Ze tento postup sa zasekne, az
ked pouzijeme vSetky mince a dosiahneme sumu s.

Dodrziavanim tychto pravidiel teda ni¢ nestratime a navyse ziskame nasledujice zaruky: Pre kazdé optimalne
rieSenie existuje takd suma r € (s — ¢,,s) a poradie minci, Ze najprv bez vydévania zaplatime r a potom uz
s vydédvanim doplatime do sumy s. Pocas tejto druhej fazy sa bude aktudlna suma pohybovat len v intervale
(s — 2¢p, ).

VyuzZime tieto zaruky na urychlenie nasho rieSenia. Najprv spustime algoritmus bez vydavania, ¢im si v
Case O(sn) najdeme optimalny sposob platenia bez vydévania pre vSetky sumy od 0 po s. Z tych si nechdme
len interval (s — ¢y, s). Ziskali sme tak ,zdklad“ pre mnoziny M;, plati totiz j € Mp(;. Vezmime najmensiu z
hodnét P[s—c,+1],..., P[s—1], P[s] a oznaé¢me ju w. Dalej budeme generovat mnoziny My, 11, My 42, ... nasim
povodnym algoritmom, priCom sa obmedzime len na sumy z intervalu (s — 2¢,, s). Takto ¢asom vypodéitame
optimalny sp6sob zaplatenia sumy s.

Pretoze nas teraz zaujimaji len sumy z intervalu dlzky 2c¢,, sta¢i nam O(c,) pamite. Casova zlozitost sa
zlepsi na O(nc?), teda celé rieSenie bude bezat v ¢ase O(ns + nc?).

Ako riesit vstupy pre s ~ 108

Intuicia ndm radi, Ze ak je s prilis velké, optimalne bude zaplatif v#éSinu mincami c,. Podme si podobné
tvrdenie sformalizovat a dokazat.

1Polia zvyéajne nemodzeme indexovat zadpornymi &islami. Toto obmedzenie lahko obideme napriklad tak, ze sume j priradime
index j + t, kde t je dostato¢ne velké ¢islo. Alebo si mdzeme pomoct trikom, vid program k 1. ulohe.
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Majme nejaka postupnost minci pouZitych obchodnikom na platenie, ozna¢me ich dy,ds,...,ds. Nech sa
v tejto postupnosti ani raz nenachddza minca ¢, a nech £ > ¢,.
Vezmime prefixové sucty po =0, p1 = di, p2 =di +da, ..., pe = d1 +do + - - - + dy. Pretoze tychto stctov

je £+ 1, o je ostro viac ako ¢y, existuju také dva stéty p; a p; (¢ < j), ktoré davaji rovnaky zvySok po deleni
¢islom c¢,,. To znamend, ze ich rozdiel p; — p; = di41 + - -+ + d; je delitelny c¢,,. Cast postupnosti od (i + 1)-vej
PO j-tu mincu teda mdZeme nahradit niekolkymi mincami ¢,,, pricom celkovy pocet pouzitych minci sa zmensi.

Najviicésia hodnota, akti moézeme ziskat pouzitim najviac ¢, — 1 kusov minci, ak neméme k dispozicii ziadnu
mincu ¢,, je (¢, —1) - c¢p—1. Teda ak s > (¢, — 1) - ¢,,—1, potom pri optimalnom plateni sumy s obchodnik uréite
pouzije aspoil jednu mincu ¢, — v opacnom pripade by potreboval aspoil ¢, kusov minci, ¢o by sa dalo zlepsit
podla predchadzajuceho odseku.

Tuato tivahu mozeme opakovat dovtedy, kym s > (¢, — 1) - ¢,—1; zakazdym zniZime s o ¢, a obchodnikovi za-
ratame pouZitie dalsej mince. Efektivnejsim sposobom je pomocou delenia zistif podet opakovani tohto postupu
a zmeny potom vykonat naraz v konStantnom case.

Ked%e suma, po ktortt musime pocitat hodnoty P, sa zmensi na O(c2), celkova ¢asova zlozitost nasho rieSenia
klesne na O(nc2).

(Kvoli tspore miesta listing programu uvedieme az v elektronickej verzii vzorovych rieSeni.)

A-111-3  Zlomkové programy sa lucia

Pri rieSeni tejto tlohy ste pravdepodobne prisli na to, Ze podilohy bl a b2 spolu stvisia. Pri hladani
odmocniny z &isla x totiz hfaddme najmensie y také, ze y? > x. Riesenie podilohy bl sa teda pravdepodobne
bude dat vyuzit pri rieSeni podtlohy b2.

Ale skor, nez sa na to pozrieme podrobnejSie, si vyrieSme nesuvisiacu podilohu a.

Budeme pouzivat terminolégiu, ktorti sme zaviedli v rieSeniach krajského kola: na jednotlivé prvodcisla v
rozklade n sa divame ako na premenné; ich exponenty st hodnoty, ktoré st v tych premennych ulozené. Teda
napr. &islo 275% pre¢itame ako ,,v premennej #2 je ulozena hodnota 7 a v premennej #5 hodnota 4“.

Podiloha a)

Medidn troch premennych je zaroven rovny druhej najmensej z nich. Vieme ho zostrojit napr. nasledovne:

1. Kym st vSetky tri premenné kladné, kazda zniz o 1 a zaroven zvys medidn o 1.
2. Kym st prave dve premenné kladné, obe zniz o 1 a zaroven zvys median o 1.
3. V tejto chvili uz mdme najdeny medidn, ale eSte treba upratat:

Kym je posledna premenna kladné, zniz ju o 1.

Samozrejme, my vopred nevieme, ktoré dve premenné budu kladné v kroku 2 a ktora z nich bude kladna
eSte aj v kroku 3. Tu je ale lahk& pomoc: do programu ddme vsetky tri moznosti. T4 z nich, ktord nastala, sa
pouzije a tie, ktoré nenastali, sa pouzit nebudu dat.

Vysledny program teda vyzera nasledovne:

’ < < 11
2.35 ' 2.3 2.5 35 2 3 5

Priklad vypoétu pre n = 4320 = 2°335%:

253351 L 94327 3 933192 % 9293 5 glg3 5 43

Casova zlozitost nasho programu je priamo imerna hodnote max(z, y, z).
Iné rieSenie s rovnakou ¢asovou zlozitostou sa da zalozif na myslienke: pre tri éisla z, y a z je ich medidnom

to, ktoré nie je ani najvicsie, ani najmensie. Preto plati median(z,y, z) = 2 +y+ z — max(z, y, z) — min(z, y, 2).
No a sc¢itanie, odéitanie, maximum aj minimum uZ vieme naprogramovat — vid rieSenia krajského kola.
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Podiloha bl), prvé rieSenie

Namiesto vypoc¢tu druhej mocniny ¢isla z méZeme vyriesit o trochu vSeobecnejsiu tilohu: nasobenie. NapiSeme
teda zlomkovy program, ktory bude vediet Tubovolné ¢islo tvaru 5Y7747 prerobif na ¢islo 3¥%. A ak sa ndm toto
podari, uz sme vyhrali: sta¢l na jeho zaéiatok pridat zlomky, ktoré z ¢isla 2247 vyrobia ¢islo 57747 a mame
program pocitajici druhit mocninu.

Ako teda vyriesit nasobenie? Prevedieme ho na s¢itanie, ktoré uz robit vieme (vid riesenia krajského kola).
Za¢neme s 3° a y-krat k tej 0 pripocitame z.

Jedno kolo pripoéitavania bude vyzerat nasledovne:

1. Kym je premennd #7 kladné: zniz #7, zvys #3, zvys #11.
2. Kym je premennd #11 kladna: zniz #11, zvys #7.
3. O jednu zniz #5.

Ak teda zacneme s ¢islom 3°5Y7%, po jednom kole pripoéitavania budeme mat 375Y~17%, po dalsom kole
3225Y=27% a tak dalej. A ked sa ndm minie y, dostaneme ¢islo 3¥%7%. Potom uz len vyprazdnime premennti #7
a mame nasobenie hotové.

Presnejsie, rovnako ako v niektorych tilohédch doméceho a krajského kola, aj tu budeme potrebovat jedno
prvodislo navySe. Pomocou toho si budeme pamitat, ¢i sme eSte vo faze 1 (znizujeme premenntt #7), alebo uz
vo fazach 2 a 3 (naspit zvySujeme premennt #7). Prvodisla 47 a 43 budt predstavovat fazu 1, prvocisla 59 a
53 fazu 2 a 3.

Program pre nasobenie teda bude vyzerat nasledovne:

7-47 7 43 0 47 7 11-59 7 53 7 52.59 ' 61
Povsimite si posledné dva zlomky. Vzdy, ked sa dostaneme na koniec cyklu, chceme znizit premennii #5 a
potom otestovat, ¢i uz je na nule. To spravime tak, Ze sa ju pokisime zniZit o 2 (predposledny zlomok) a ak sa
nam to podarilo, je vSetko ok, zvySime ju o 1 a pokracujeme novou iteraciou cyklu.
Ked teraz priddme aj inicializéciu a upratanie po skonceni ndsobenia, dostdvame kompletny program:

< 3-11-43 47 99 7-33 59 61 47-5 >

5.7 3-11-43 47 59 7-53 59 61 47-5 1 1 1
2 ’ 747 43 7 47 7 11-59 7 53 7 52.59 61 59 77T 75

AKk4 je ¢asova zlozitost tohto programu? Zacneme s ¢islom 27. V ©(z) krokoch si vyrobime ¢islo, z ktorého
za¢neme pocitat ndsobenie. Kazda iterdcia ndsobenia zahftia ©(x) krokov vypoétu v prvej, O(z) krokov v druhej
a ©(1) krokov v tretej faze. Iteracii bude presne z. No a zdvereéné upratovanie ma tiez len O(z) krokov. Dokopy
teda dostéavame Gasovi zlozitost ©(22). A kedze potrebujeme rddovo takt velkti hodnotu vyrobif v premennej
#3, lepsie to ani nejde.

Podiloha bl), druhé riesenie

Tentokrat nebudeme nasobit, ale rovno postupne poéitat druhé mocniny od 12 az po z2.

Presnejsie, v premennej #3, v ktorej m4 skonéif vystup, budeme mat hodnotu i2, zatial o v premennej #5
budeme mat hodnotu 2¢ — 1. Kazd4 iterdcia vypoctu bude vyzerat nasledovne:

.....

2. Pridaj obsah premennej #5 do premennej #3. (Nova hodnota v #3: 32 + 2i + 1 = (i + 1)2.)

Zaroven pri kazdej iteracii zniZime o jedna hodnotu vo vstupnej premennej #2. A ked t4 klesne na z = na
nulu, budeme mat v premennej #5 Zelant hodnotu z2.
Vysledny program:

3-5-99 5-5-43 3-7-41 43 37 5-31 37 59 1 1 1
247 2-59 ’ 5-43 41 7 43 7 7-37 7 31 7 37T 7 59 7 5 747

Trocha komentara k nemu:
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e Prvy zlomok sluzi na inicializaciu, pouzije sa len raz — v prvom kroku vypoctu.
e Druhy zlomok je zac¢iatok cyklu: znizime premennti #2 a o dve zvysime premennii #5.

Treti a stvrty zlomok: znizujeme #5 a zvySujeme #3. Zaroven zvySujeme #7, aby sa nam poévodné hodnota
premennej #5 nestratila.

Piaty az siedmy zlomok: ked sa #5 minie, presunieme obsah #7 spit do #5.

Osmy zlomok: spit na zaciatok cyklu.

Deviaty a desiaty zlomok: Upratovanie — po poslednej iteréacii cyklu zmazeme ¢o uz nechceme.

Jedenasty zlomok sa pouzije len pri x = 0.

Tentokrat je este ocividnejsie, ze ¢asova zlozitost tohto programu je tiez ©(x?).
(Zaujimavost: Pre Tubovolné = > 1 spravi tento program presne o Sest krokov menej ako nas prvy program.)

Podiloha b2), pomalsie rieSenie

Ako sme uz uviedli na zaciatku, tlohu ,najdi horni celt ¢ast odmocniny z z“ si mézeme preformulovat do
podoby ,n4jdi najmensie y také, ze y? > z*.
7Z toho vyplyva priamociary algoritmus na rieSenie podulohy b2:

1. N&jdi riesenie podilohy bl.
2. Postupne ho pouzivaj pre i = 1,2,..., zakazdym vypoéitaj i a porovnaj vypoéitani hodnotu s x.

Akt bude mat tento algoritmus ¢asovu zlozitost? Na vyskisanie konkrétnej hodnoty ¢ potrebujeme radovo
i2 krokov. Dokopy teda spravime krokov radovo 12 + 22 + ... 4+ 42, Z toho dostédvame, Ze asova zloZitost je
O(y’) = O(zv/).

Toto riesenie by dostalo 4 body.

Podiloha b2), lepsie rieSenie

Skuisenejsi riesitel si isto uvedomi, kde sa d4 usetrit: Nebudeme odpovede skusaf sekvenéne vsetky, ale
pouzijeme upravené binarne vyhladévanie.

V prvej faze budeme teda sktsat hodnoty ¢+ = 1,2,4,8,..., az kym nendjdeme prvi, pre ktort i2 > z. V
tejto chvili vieme, ze hladané y lezi niekde od 27 + 1 do 2/*! pre nejaké j. V druhej faze v tomto intervale
spravnu hodnotu y najdeme bindrnym vyhladdvanim.

Takto otestujeme dokopy O(logy) = O(logx) roznych hodnot. Otestovanie jednej hodnoty vieme spravit v
Case O(z), éim dostdvame odhad Gasovej zlozitosti O(x log x).

(Tento odhad je tesny. Pocas druhej fazy rieSenia vyskuSame radovo logy hodnot a kazda hodnota, ktort

Toto riesenie by dostalo 6 bodov. Jeho implementécia je dost neprijemnd, obzvl4st realizdcia bindrneho
vyhladavania vyzaduje doriesit viacero technickych detailov.

Podiloha b2), optimalne rieSenie

Existuje vSak aj riesenie, ktoré je eSte efektivnejSie a navyse sa vyrazne lahSie implementuje: Upravime
nase druhé rieSenie podilohy bl. Teda budeme postupne skisat ¢ = 1,2,3, ..., lenze nebudeme vzdy odznovu
pocitat hodnotu 2. Namiesto toho budeme zéaroveii so zvySovanim i zmensovaf x tak, aby po vyskagani i bola
vo vstupnej premennej hodnota = —i2. Akonéhle klesne vstupné premennd na nulu, vieme, %e aktualna hodnota
7 je hladanou odpovedou.

Jeden moZny zlomkovy program podla tejto myslienky:

1
2.617 677 2 7 61 ' 5-7-477 437 T-47° 47 "11-31737 7317117 7 )

<5~67 61 3-72-61 5-47 11-43 47 1 3-5-112.31  7-37 31 47 1

Priebeh vypoctu, rozdeleny na fazy:
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1. Zac¢iname s ¢islom 2*.

Pre x = 0 vypocet rovno skonéil. Inak vieme pouzit treti zlomok, dostaneme 2*~! -3 - 72 - 61.
2. Dokola pouzivame prvé dva zlomky, &im vyrobime 3-5%~1.72.61.
3. Ked sa mind dvojky, pouzijeme stvrty zlomok. Dostavame hodnotu 3 - 5% - 72 - 47.

4. Kedykolvek, ked sa dostaneme na toto miesto vypoc¢tu, budeme mat é&islo tvaru 3¢ - 5e—(i-1)% . 72i . 47,
(Ked sme tu prvykrat, je i = 1.)

5. Pouzivame piaty a Siesty zlomok, kym sa to dé. Ak vSetko ide dobre, zmensime obsah premennej #5 o obsah
premennej #7, teda o 2i. Hodnota v premennej #5 sa teda zmeni z x—(i—1)? na z—(i—1)?—2i = x—i*—1.

.....

#3) teda este nie je hfadanou odpovedou.

6. V takomto pripade pokracujeme dalej. PouzZije sa 6smy zlomok, ¢im si zvysime premenni #3 o jedno a
premennd #11 (kde mame docasne presunut hodnotu premennej #7) o dve. Zaroveni zvysime premennt
#5 o jedno.

V tejto chvili mame teda aktualnu hodnotu 3i+1 . 52— . 112i+2. 31,

7. Teraz sa dokola pouzije deviaty a desiaty zlomok na presun hodnoty premennej #11 spif do premennej
#7. Ked to skonéi, pouzije sa jedenésty zlomok.

Tym dostdvame hodnotu 3°*! - 5e—it L 7242 47 vypocet opit pokracuje od vysSie popisanej fazy 4.

8. Ak sa vo faze 5 vyprazdni premenné #5 skor ako premenna #7, vypocet konéi a v premennej #3 mame
hladant odpoved. Este potrebujeme vyprazdnit ostatné premenné.

Toto zaéneme pouzitim siedmeho zlomku. Nésledne uz jediné zlomky, ktoré sa este daji pouzit, st posledné
dva. Ich opakovanym pouzitim vycistime ostatné premenné a ostane ndm nenulova len premenné #3.

Odhad casovej zlozitosti: Fazy 1-3 maji zjavne ¢asovu zlozitost ©(x). Potom nasleduje niekolko iteracii.
V rédmci kazdej iteracie sa v 5. faze vykona rddovo rovnako vela krokov vypoctu ako v 7. faze; ostatné fazy
vykondme v konstantnom éase. Celkova Gasové zlozitost iterovania je teda priamo timerné celkovému poctu
krokov vypoétu v 5. faze. No ale tych je ©(z), lebo v 5. fize zmenSujeme = az kym neklesne na nulu.

Tento algoritmus m4 teda celkova ¢asov zlozitost O(z).
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